On linear stability of steady space-periodic magnetohydrodynamic systems
  to perturbations involving large periods by Zheligovsky, V.
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Ïîñòðîåíî ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèé çàäà÷è î ëèíåéíîé
óñòîé÷èâîñòè òðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ ÌÄ
ñîñòîÿíèé ïî îòíîøåíèþ ê äëèííîïåðèîäíûì âîçìóùåíèÿì. Íàéäåí òåíçîð âèõ-
ðåâîé äèóçèè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, îáëàäàþùèõ öåíòðàëüíîé ñèììåò-
ðèåé. ×èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî ýåêò îòðèöàòåëüíîé âèõðåâîé äèóçèè ïîÿâëÿ-
åòñÿ ïðè ó÷åòå íàëè÷èÿ âîçìóùåíèé ïîëÿ ñêîðîñòè ïðè ñóùåñòâåííî áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ êîýèöèåíòà ìîëåêóëÿðíîé ìàãíèòíîé äèóçèè, ÷åì â çàäà÷å êèíå-
ìàòè÷åñêîãî äèíàìî (â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé ïîëÿ
ñêîðîñòè).
1. Ââåäåíèå.
Ñîãëàñíî îáùåïðèíÿòûì ïðåäñòàâëåíèÿì ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè îáÿçàíî ñâî-
èì ñóùåñòâîâàíèåì ìàãíèòîêîíâåêöèîííûì ïðîöåññàì âî âíåøíåì ÿäðå. Â ïðèí-
öèïå ýòè ïðîöåññû ìîæíî ÷èñëåííî ìîäåëèðîâàòü, ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñ-
òåìó òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé  óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà ñ ó÷åòîì ñèë Ëîðåíöà
è òåðìîêîíâåêöèîííîé ïëàâó÷åñòè, óðàâíåíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè è óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíåí, íàïðèìåð, â [Glatzmaier, Roberts, 1995,
1996; Roberts, Glatzmaier, 2001; Sarson, Jones, 1999℄ äëÿ èçó÷åíèÿ èíâåðñèé ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ Çåìëè. Îäíàêî îí èìååò âíóòðåííèå îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå  íåäîñòà-
òî÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòüþ ñóùåñòâóþùèõ êîìïüþòåðîâ  ðàçðåøåíèå,
êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü â ðàñ÷åòàõ, ìàëî äëÿ àäåêâàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøå-
íèé ïðè çíà÷åíèÿõ îïðåäåëÿþùèõ êîíñòàíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîèçè÷åñêèì
óñëîâèÿì. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåííóþ öåííîñòü ïðåäñòàâëÿþò àíàëèòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ èäåàëèçèðîâàííûõ çàäà÷.
Îäíà èç òàêèõ çàäà÷ ðàññìîòðåíà â äàííîé ðàáîòå  çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè
ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õàðàê-
òåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ðàññìàòðèâàåìîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ
ñóùåñòâåííî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà âîçìóùåíèé. Îòíîøåíèå ýòèõ ìàñø-
òàáîâ, ǫ, ìîæíî òîãäà ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëûé ïàðàìåòð, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìå-
íèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû è ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè â
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âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ýòîìó ïàðàìåòðó. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñèñòåì îáùåãî
ïîëîæåíèÿ ìàëûå âîçìóùåíèÿ ïîäâåðæåíû äåéñòâèþ γ-ýåêòà. Êàê ñëåäñòâèå,
òàêèå ñèñòåìû íåóñòîé÷èâû: ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîòèâîïîëîæíûì âîëíîâûì âåêòîðàì, îòâå÷àþùèì äëèííûì
ìàñøòàáàì âîçìóùåíèé, èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.
Â ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî öåíòðà (è òåì
ñàìûì íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ), γ-ýåêò îòñóòñòâóåò, à ãëàâíûå
÷ëåíû ðàçëîæåíèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òàê íàçûâàåìîãî
îïåðàòîðà àíèçîòðîïíîé êîìáèíèðîâàííîé âèõðåâîé (òóðáóëåíòíîé) äèóçèè.
Îí ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà è çàäàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè (26), êîýèöèåíòû (27) êîòîðîãî òðåáóþò ðåøåíèÿ ò.í. âñïîìîãà-
òåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ (11), (12), (24) è (25) (ñì. íèæå). Äàííûå âî âñïîìîãàòåëü-
íûõ çàäà÷àõ èìåþò åäèíñòâåííûé õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá  òîò
æå ñàìûé, ÷òî è ðàññìàòðèâàåìîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå  è ïîýòîìó äîïóñêàþò
÷èñëåííîå ðåøåíèå. Îïåðàòîð âèõðåâîé äèóçèè, â îòëè÷èå îò îïåðàòîðà ìîëå-
êóëÿðíîé äèóçèè, ìîæåò íå áûòü çíàêîîïðåäåëåí. Â ñëó÷àå, åñëè îí èìååò
ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ãîâîðÿò î âîçíèêíîâåíèè åíîìåíà îòðè-
öàòåëüíîé äèóçèè. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî
âèõðåâàÿ äèóçèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè ñóùåñòâåííî
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ êîýèöèåíòà ìîëåêóëÿðíîé ìàãíèòíîé äèóçèè â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè (ò.å. ïðè ó÷åòå íàëè÷èÿ âîçìóùåíèé ïîëÿ ñêîðîñòè), ÷åì
â ñèòóàöèè êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî.
Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå ìåõàíèçìû âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ìàãíèòî-
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè: ïðè íàëè÷èè
γ-ýåêòà ãëàâíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðîïîðöèîíàëåí ǫ,
à äëÿ ñèñòåì ñ öåíòðîì ñèììåòðèè ïðîïîðöèîíàëåí ǫ2.
àññìàòðèâàåìîå ñòàöèîíàðíîå ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèåV,H, P
óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé
ν∆V +V × (∇×V) + (∇×H)×H−∇P + F = 0, (1.1)
η∆H+∇× (V ×H) + J = 0, (1.2)
∇ ·V = ∇ ·H = 0. (1.3)
Çäåñü V(x)  ñêîðîñòü ïîòîêà ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè, H(x)  ìàãíèòíîå ïîëå,
P (x)  äàâëåíèå, ν è η  êîýèöèåíòû êèíåìàòè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ìîëåêóëÿð-
íîé äèóçèè, ñîîòâåòñòâåííî, F(x)  îáúåìíàÿ ñèëà, J(x) îòâå÷àåò íàëè÷èþ
â ñèñòåìå ðàñïðåäåëåíèÿ íàëîæåííûõ âíåøíèõ òîêîâ. Ïîëÿ 2π-ïåðèîäè÷íû ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, èõ ñðåäíèå ïî ïðîñòðàíñòâó ðàâíû 0. Èññëåäîâà-
íèå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäèò ê çàäà÷å íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ν∆v+v× (∇×V)+V× (∇×v) + (∇×h)×H+ (∇×H)×h−∇p = λv, (2.1)
η∆h+∇× (v ×H) +∇× (V × h) = λh, (2.2)
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∇ · v = ∇ · h = 0. (2.3)
(Óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷åíû ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé îòáðàñûâàíèÿ êâàäðàòè÷íûõ
÷ëåíîâ â ïîëíûõ óðàâíåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ âîçìóùåíèé, ñì., íàïðèìåð,
[Chandrasekhar, 1961℄.) Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîèëè âîçìóùåíèé v(x),h(x), p(x)
èìåþò ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá 2π/ǫ, ãäå ǫ > 0  ìàëûé ïàðàìåòð. Â äàííîé
ðàáîòå ïîñòðîåíî ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ïðîèëåé âîçìóùåíèé
è èíêðåìåíòîâ èõ ðîñòà (èëè óáûâàíèÿ) âî âðåìåíè â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî
ǫ (ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé, îïèñàííûõ íèæå).
Ïðè ðàññìîòðåíèè óêàçàííûõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ
îñðåäíåíèÿ äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ [Æèêîâ, Êîçëîâ, Îëåéíèê, Õà Òüåí
Íãîàí, 1979; Êîçëîâ, 1978; Bensoussan, Lions, Papaniolaou, 1978℄. Èç àíàëîãè÷íûõ
ïðåäñòàâëåííûì çäåñü ðàçëîæåíèé äëÿ íåìàãíèòíûõ ñèñòåì (h = H = 0) ñëåäóåò,
÷òî ýåêò îòðèöàòåëüíîé âèõðåâîé äèóçèè ìîæåò âîçíèêíóòü â äâóìåðíûõ
[Sivashinsky, Yakhot, 1985; Sivashinsky, Frenkel, 1992; Gama, Vergassola, Frish,
1994℄ è òðåõìåðíûõ [Dubrulle, Frish, 1991; Wirth, Gama, Frish, 1995℄ ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, åñëè ïîëå ñêîðîñòè îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé èëè
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Áåëüòðàìè. Â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, íå èìåþùèõ ýòèõ
ñâîéñòâ, ïîäîáíûå ðàçëîæåíèÿ óêàçûâàþò íà íàëè÷èå ò.í. ÀÊÀ-ýåêòà (êèíåìà-
òè÷åñêîãî α-ýåêòà) [Frish, Zhen Su She, Sulem, 1987; Sulem, She, Sholl, Frish,
1989℄. Ïðè ïåðåíîñå ïàññèâíîãî ñêàëÿðà âèõðåâàÿ äèóçèÿ òîëüêî óñèëèâàåò
ìîëåêóëÿðíóþ äèóçèþ [Biferale, Crisanti, Vergassola, Vulpiani, 1995; Vergasso-
la, Avellaneda, 1997℄. Â çàäà÷å êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî (îá óñòîé÷èâîñòè ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ïðè èêñèðîâàííîì ïîëå ñêîðîñòèV ïðîâîäÿùåé ñðåäû) àñèìïòîòè÷åñ-
êèå ðàçëîæåíèÿ ïðåäñêàçûâàþò ïîÿâëåíèå α- [Âèøèê, 1986; Æåëèãîâñêèé, 1990,
1991; Zheligovsky, 1991℄ èëè γ-ýåêòà [Âèøèê, 1987℄, à åñëè ó ïîëÿ ñêîðîñòè
åñòü öåíòð ñèììåòðèè  âîçìîæíîñòü ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñðåäñòâîì
ìåõàíèçìà îòðèöàòåëüíîé âèõðåâîé äèóçèè [Lanotte, Noullez, Vergassola, Wirth,
1999; Zheligovsky, Podvigina, Frish, 2001℄.
2. Ôîðìàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ.
1. Ïóñòü x, êàê è âûøå, îáîçíà÷àåò áûñòðóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ,
à y = ǫx  ìåäëåííóþ. åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (2) èùåì â âèäå
ñòåïåííûõ ðÿäîâ
v =
∞∑
n=0
(vn(y) +wn(x,y))ǫ
n, h =
∞∑
n=0
(hn(y) + gn(x,y))ǫ
n, (3)
p =
∞∑
n=0
(pn(y) + qn(x,y))ǫ
n, (4)
λ =
∞∑
n=0
λnǫ
n. (5)
Â (3),(4) vn,hn è pn  ñðåäíèå ÷àñòè, àwn, gn è qn  ñîîòâåòñòâåííî, îñöèëëèðóþùèå
÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé. Èìååòñÿ â âèäó óñðåäíåíèå ïî áûñò-
ðûì ïåðåìåííûì:
〈f〉 ≡ (2π)−3
∫
T 3
f(x,y)dx
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 ñðåäíÿÿ, à {f} ≡ f − 〈f〉  îñöèëëèðóþùàÿ ÷àñòü ïîëÿ f(x,y).
Ïðèðàâíÿåì íóëþ êîýèöèåíòû ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ǫ, ïîëó÷åííûõ ïîäñòàíîâ-
êîé ðÿäîâ (3) â (2.3). Âûäåëÿÿ ñðåäíþþ è îñöèëëèðóþùóþ ÷àñòü ïîëó÷åííûõ
óðàâíåíèé, íàõîäèì
∇y · vn = ∇y · hn = 0, (6.1)
∇x ·wn +∇y ·wn−1 = ∇x · gn +∇y · gn−1 = 0 (6.2)
äëÿ âñåõ n ≥ 0. Çäåñü â äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðàõ ñ èíäåêñàìè x è y
äèåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî áûñòðûì è ìåäëåííûì ïðîñòðàíñòâåííûì
ïåðåìåííûì, ñîîòâåòñòâåííî (âñå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé ñ èíäåêñîì n < 0 ïî îïðåäå-
ëåíèþ ðàâíû 0).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
Lv(w, g, q) ≡ ν∆xw +V × (∇x ×w) +w × (∇x ×V)
+(∇x ×H)× g + (∇x × g)×H−∇xq,
Lh(w, g) ≡ η∆xg +∇x × (V × g +w ×H).
Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (1.3) è 2π-ïåðèîäè÷íîñòè V è H
〈Lv(w, g, q)〉 = 〈V∇x ·w −H∇x · g〉, 〈L
h(w, g)〉 = 0 (7)
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëåé w(x,y), g(x,y), q(x,y), 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî áûñòðûì
ïåðåìåííûì.
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ fv(x), fh(x) èç ïðîñòðàí-
ñòâà ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî áûñòðûì
ïåðåìåííûì, ñèñòåìà óðàâíåíèé
Lv(w, g, q) = fv, Lh(w, g) = fh, ∇x ·w = ∇x · g = 0 (8)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèåw, g, q â óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî óñëîâèå âûïîë-
íåíî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé (1) îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ò.å. ìàëîå âîçìóùåíèå
ïîëåé F è J â ñèñòåìàõ, ãäå îíî íå âûïîëíåíî, ïðèâîäèò ê åãî âûïîëíåíèþ).
Ïîäñòàâëÿÿ (3)-(5) â óðàâíåíèÿ (2.1) è (2.2), ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíèå ê âèäó
ðàâåíñòâ ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ǫ. Ïðèðàâíèâàÿ êîýèöèåíòû ýòèõ ðÿäîâ, ïîëó÷àåì
ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåì ñîâìåñòíî
ñ óñëîâèÿìè (6), âûäåëÿÿ ñðåäíþþ è îñöèëëèðóþùóþ ÷àñòü êàæäîãî óðàâíåíèÿ.
2. Èç ãëàâíûõ ÷ëåíîâ (ïîðÿäêà ǫ0) ðÿäîâ (2.1) è (2.2) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ
Lv(w0, g0, q0) + v0 × (∇x ×V) + (∇x ×H)× h0 = λ0(v0 +w0), (9.1)
Lh(w0, g0) + (h0 · ∇x)V − (v0 · ∇x)H = λ0(h0 + g0). (9.2)
Óñðåäíÿÿ èõ ñ èñïîëüçîâàíèåì (7), ïîëó÷àåì â ñèëó ðàâåíñòâ (6.2) ïðè n = 0,
÷òî 0 = λ0v0 = λ0h0, îòêóäà λ0 = 0 (àëüòåðíàòèâíàÿ âîçìîæíîñòü v0 = h0 = 0
íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, ò.ê. îíà ñîîòâåòñòâóåò âîçìóùåíèþ êîðîòêîïåðèîäíîé
ìîäû).
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Îñöèëëèðóþùèå ÷àñòè óðàâíåíèé (9) â ñèëó èõ ëèíåéíîñòè èìåþò òîãäà
ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:
w0 =
3∑
k=1
(Sv,vk v
k
0 + S
h,v
k h
k
0), g0 =
3∑
k=1
(Sv,hk v
k
0 + S
h,h
k h
k
0), (10.1)
q0 =
3∑
k=1
(Sv,pk v
k
0 + S
h,p
k h
k
0), (10.2)
ãäå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå óíêöèè S ñ íóëåâûì ñðåäíèì ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì
óðàâíåíèé
Lv(Sv,vk ,S
v,h
k , S
v,p
k ) = −ek × (∇x ×V), (11.1)
∇x · S
v,v
k = 0, (11.2)
Lh(Sv,vk ,S
v,h
k ) =
∂H
∂xk
; (11.3)
Lv(Sh,vk ,S
h,h
k , S
h,p
k ) = ek × (∇x ×H), (12.1)
∇x · S
h,v
k = 0, (12.2)
Lh(Sh,vk ,S
h,h
k ) = −
∂V
∂xk
. (12.3)
Çäåñü ek  åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè êîîðäèíàò xk, âåðõíèé èíäåêñ k íóìåðóåò
êîìïîíåíòû âåêòîðà:
v0 =
3∑
k=1
vk0ek, h0 =
3∑
k=1
hk0ek.
Çàäà÷è (11) è (12) èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñîãëàñíî èçíà÷àëüíîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ (8). Âçÿâ äèâåðãåíöèþ îò (11.3) è (12.3), íàõîäèì
∇x · S
v,h
k = ∇x · S
h,h
k = 0.
3. àññìîòðèì óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç ÷ëåíîâ (2.1) è (2.2) ïîðÿäêà ǫ1.
Èñïîëüçóÿ (7), (6.2) ïðè n = 1 è (10.1), èõ ñðåäíèå ÷àñòè ïðåäñòàâèì â âèäå
3∑
k=1
(Γv,vk ∇yv
k
0 + Γ
h,v
k ∇yh
k
0)−∇yp
′
0 = λ1v0, (13.1)
∇y ×
3∑
k=1
(Γv,hk v
k
0 + Γ
h,h
k h
k
0) = λ1h0, (13.2)
ãäå p′0 ≡ p0 − 〈V ·w0 −H · g0〉, ýëåìåíòû ìàòðèö Γ
·,v
k ðàçìåðà 3× 3 èìåþò âèä
(Γv,vk )
m
j ≡ 〈−V
m(Sv,vk )
j −Vj(Sv,vk )
m +Hm(Sv,hk )
j +Hj(Sv,hk )
m〉,
(Γh,vk )
m
j ≡ 〈−V
m(Sh,vk )
j −Vj(Sh,vk )
m +Hm(Sh,hk )
j +Hj(Sh,hk )
m〉,
à òðåõìåðíûå âåêòîðû Γ·,hk çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè
Γv,hk ≡ 〈V × S
v,h
k −H× S
v,v
k 〉, Γ
h,h
k ≡ 〈V × S
h,h
k −H× S
h,v
k 〉.
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Äàëüíåéøèé õîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ èç (2.1) è (2.2) ïðè n > 0,
äëÿ ñëó÷àåâ γ-ýåêòà è âèõðåâîé äèóçèè ðàçëè÷åí.
3. γ-ýåêò.
4. Ñîáñòâåííûå óíêöèè çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (13) ÿâëÿþòñÿ ãàðìî-
íèêàìè Ôóðüå: v0 = vˆ0e
iξy, h0 = hˆ0e
iξy
, ãäå ξ  ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé
âîëíîâîé âåêòîð, à âåêòîðû vˆ0 è hˆ0 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
−
i
|ξ|2
ξ ×
(
ξ ×
3∑
k=1
(vˆk0Γ
v,v
k + hˆ
k
0Γ
h,v
k )ξ
)
= λ1vˆ0, (14.1)
iξ ×
3∑
k=1
(vˆk0Γ
v,h
k + hˆ
k
0Γ
h,h
k ) = λ1hˆ0. (14.2)
Óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè (6.1) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó
vˆ0 · ξ = hˆ0 · ξ = 0. (15)
Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ðàçìåðà 6 × 6 â ëåâîé ÷àñòè (14), êîòîðàÿ óìíîæàåòñÿ
íà âåêòîð (vˆ0, hˆ0), ÷åðåç Γ(ξ). Îòîáðàæåíèå (vˆ0, hˆ0) → Γ(ξ)(vˆ0, hˆ0) ÿâëÿåòñÿ
ñèìâîëîì ïðåäåëüíîãî ïñåâäîäèåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L∞, äåéñòâóþùåãî
íà (v0(y),h0(y)), êîòîðûé îïðåäåëåí ëåâîé ÷àñòüþ (13). Ïóñòü
Vξ = {(vˆ, hˆ) | vˆ, hˆ ∈ R
3, vˆ · ξ = hˆ · ξ = 0} ⊂ R6,
H¯s = {f(y) ∈ Hs(T 3) | ∇ · f = 0},
ãäåHs(T 3)  ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà  ìåòðèêîéW s2 (T
3) ñîëåíîèäàëüíûõ óíêöèé
ñ íóëåâûì ñðåäíèì íà òðåõìåðíîì òîðå. Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñïåêòðà
L∞: åñëè λ  ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, îòâå÷àþùåå íåêîòîðîìó âîëíîâîìó âåêòîðó
ξ, òî −λ  ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, îòâå÷àþùåå −ξ. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî
õàðàêòåðíàÿ äëÿ γ-ýåêòà àëüòåðíàòèâà: ëèáî âîçìóùåíèå ñ ëþáûì âîëíîâûì
âåêòîðîì èìååò âèä ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé, ëèáî
ñóùåñòâóþò âîëíîâûå âåêòîðû, äëÿ êîòîðûõ âîçìóùåíèÿ íåóñòîé÷èâû.
5. Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå â äàííîì ðàçäåëå ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äëÿ
ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå òèïà ýëëèïòè÷íîñòè: äëÿ
ëþáîãî ξ ìàòðèöà Γ(ξ) îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â Vξ íåâû-
ðîæäåííî. Òîãäà îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L∞ : H¯
s+1 → H¯s çàìêíóò, L∞ èìååò
äèñêðåòíûé ñïåêòð, è äëÿ ëþáîãî λ, ïðèíàäëåæàùåãî ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó
L∞, îïåðàòîð (L∞ − λ)
−1
êîìïàêòåí.
Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ λ1 ìàòðèöû Γ(ξ) ðàâíà 1. Ýòî ïîñëåäíåå óñëîâèå íå âûçâàíî ñóùåñòâîì
äåëà  àíàëîãè÷íûå (íåñêîëüêî áîëåå ãðîìîçäêèå) ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè
è â ñëó÷àå êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Îíî âûïîëíåíî äëÿ ñèñòåì îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, ò.å. åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îêàçàëîñü êðàòíûì, òî ïðè ïî÷òè ëþáîì ìàëîì âîçìóùåíèè
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óíêöèé F è J, îïðåäåëÿþùèõ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (1), ýòî ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå ðàñùåïëÿåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
êðàòíîñòè 1.
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ èç ÷ëåíîâ (2.1) è (2.2) ïîðÿäêà ǫn ïðè
n > 0, óäîáíî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêè
wn = w
′
n +
3∑
k=1
(Sv,vk v
k
n + S
h,v
k h
k
n), (16.1)
gn = g
′
n +
3∑
k=1
(Sv,hk v
k
n + S
h,h
k h
k
n), (16.2)
qn = q
′
n +
3∑
k=1
(Sv,pk v
k
n + S
h,p
k h
k
n), (16.3)
ïîñëå ÷åãî ýòè óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä
Lv(w′n, g
′
n, q
′
n) + ν (2(∇x · ∇y)wn−1 +∆y(vn−2 +wn−2))
+V × (∇y × (vn−1 +wn−1)) + (∇y × (hn−1 + gn−1))×H
−∇y(pn−1 + qn−1)−
n−1∑
m=0
λn−m(vm +wm) = 0, (17.1)
Lh(w′n, g
′
n) + η (2(∇x · ∇y)gn−1 +∆y(hn−2 + gn−2))
−(V · ∇y)hn−1 + (H · ∇y)vn−1
+∇y × (V × gn−1 +wn−1 ×H)−
n−1∑
m=0
λn−m(hm + gm) = 0. (17.2)
Ïîêàæåì, ÷òî (17) ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèòü, ïðè÷åì
vn(y) = vˆne
iξy, hn(y) = hˆne
iξy, pn(y) = pˆne
iξy, (18.1)
wn(x,y) = wˆn(x)e
iξy, gn(x,y) = gˆn(x)e
iξy, qn(x,y) = qˆn(x)e
iξy. (18.2)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî N ðåøåíû âñå óðàâíåíèÿ ïðè n < N è îïðåäå-
ëåíû íåèçâåñòíûå óíêöèè vn,wn,hn, gn, pn, qn ïðè âñåõ n < N − 1, w
′
N−1, g
′
N−1,
q′N−1, à òàêæå λn ïðè âñåõ n < N , ïðè÷åì çàâèñèìîñòü íåèçâåñòíûõ óíêöèé îò
ìåäëåííîé ïåðåìåííîé âûðàæàåòñÿ ñîãëàñíî (18) â èõ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè eiξy.
àññìîòðèì óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå n = N .
Ïîäñòàíîâêà (16) ïðè n = N − 1 ïðèâîäèò ñðåäíèå ÷àñòè óðàâíåíèé (17) ïðè
n = N ê âèäó
3∑
k=1
(Γv,vk ∇yv
k
N−1 + Γ
h,v
k ∇yh
k
N−1)−∇yp
′
N−1 − λ1vN−1 − λNv0
= −〈V × (∇y ×w
′
N−1)−V∇y ·w
′
N−1 + (∇y × g
′
N−1)×H+H∇y · g
′
N−1〉
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−ν∆yvN−2 +
N−2∑
m=1
λN−mvm, (19.1)
ãäå
p′N−1 = pN−1 −
〈
V ·
3∑
k=1
(Sv,vk v
k
N−1 + S
h,v
k h
k
N−1)
−H ·
3∑
k=1
(Sv,hk v
k
N−1 + S
h,h
k h
k
N−1)
〉
,
è
∇y ×
3∑
k=1
(Γv,hk v
k
N−1 + Γ
h,h
k h
k
N−1)− λ1hN−1 − λNh0
= −η∆yhN−2 −∇y × 〈V × g
′
N−1 +w
′
N−1 ×H〉+
N−2∑
m=1
λN−mhm. (19.2)
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïðàâûå ÷àñòè (19) èìåþò âèä fˆvNe
iξy
è fˆhNe
iξy
,
ãäå âåêòîðû-êîíñòàíòû fˆvN è fˆ
h
N óæå èçâåñòíû, ïðè÷åì fˆ
h
N ·ξ = 0. Èñïîëüçóÿ (18.1)
ïðè n = N − 1, èç (19) ïîëó÷àåì
(Γ(ξ)− λ1)
(
vˆN−1
hˆN−1
)
− λN
(
vˆ0
hˆ0
)
=

−|ξ|−2ξ × (ξ × fˆvN )
fˆhN

 . (20)
Ýòó çàäà÷ó ðàññìàòðèâàåì â Vξ. Ïðîåêòèðóÿ (20) íà (vˆ0, hˆ0) ∈ Vξ, íàõîäèì λN .
Ñ÷èòàåì, ÷òî êîìïîíåíòà âåêòîðà (vˆN−1, hˆN−1) èç ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî
íà (vˆ0, hˆ0), ðàâíà íóëþ (ýòî óñëîâèå íîðìèðîâêè ñîîòâåòñòâóåò òîìó àêòó, ÷òî
ñîáñòâåííóþ óíêöèþ ìîæíî óìíîæèòü íà ïðîèçâîëüíóþ àíàëèòè÷åñêóþ óíê-
öèþ ǫ). Ïîñêîëüêó â ñèëó èñõîäíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìàòðèöà Γ(ξ)−λ1 îáðàòèìà â
äîïîëíèòåëüíîì ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà Vξ, èç (20) íàõîäèì
(vˆN−1, hˆN−1). Íàêîíåö, (19.1) îïðåäåëÿåò p
′
N−1, à (16) ïðè n = N − 1  óíêöèè
wN−1, gN−1 è qN−1.
Îñöèëëèðóþùèå ÷àñòè óðàâíåíèé (17) ïðè n = N , ðàññìàòðèâàåìûå ïðè
óñëîâèÿõ ∇x ·w
′
N = −∇y ·wN−1 è∇x · g
′
N = −∇y · gN−1 (ñëåäñòâèÿõ (6.2) ), ìîæíî
òîãäà ðåøèòü, âûäåëÿÿ ãðàäèåíòíóþ ÷àñòü íåèçâåñòíûõ âåêòîð-óíêöèé. Ïóñòü
ϕvN è ϕ
h
N  2π-ïåðèîäè÷åñêèå ïî áûñòðîé ïåðåìåííîé ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
∆xϕ
v
N = −∇y · wN−1 è ∆xϕ
h
N = −∇y · gN−1. Ïîäñòàíîâêè
w′N = w
′′
N +∇xϕ
v
N è g
′
N = g
′′
N +∇xϕ
h
N ïðèâîäÿò îñöèëëèðóþùèå ÷àñòè óðàâíåíèé
(17) ê çàäà÷å îòíîñèòåëüíî w′′N , g
′′
N âèäà (8) ñ óñëîâèåì ñîëåíîèäàëüíîñòè íåèçâå-
ñòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìîä ëèíåéíûõ
âîçìóùåíèé è èõ âðåìåííûõ èíêðåìåíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äëÿ ïðåäåëüíîãî
îïåðàòîðà L∞ âûïîëíåíî ïðèâåäåííîå âûøå óñëîâèå òèïà ýëëèïòè÷íîñòè. Òî÷íåå,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îïåðàòîðà
L∞ îòâå÷àåò âåòâü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èñõîäíîãî îïåðàòîðà (çàäà÷è (2) ),
ïðè÷åì àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû (3)-(5) ñõîäÿòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ǫ. Äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîãî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðèè âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðîâ [Êàòî,
1972℄ è ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâó [Âèøèê, 1987℄ äëÿ ÷èñòî ìàãíèòíîãî ñëó÷àÿ.
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4. Âèõðåâàÿ äèóçèÿ.
6. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ñòàöèîíàðíûå ïîëÿ èìåþò
öåíòð ñèììåòðèè, êîòîðûé áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàåì ðàñïîëîæåííûì â íà÷àëå
êîîðäèíàò:
V(x) = −V(−x), H(x) = −H(−x). (21)
Òîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà (Lv, Lh) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ñîáñòâåííûõ
ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùèå èç ñèììåòðè÷íûõ (f(x) = f(−x) ) è àíòèñèììåòðè÷-
íûõ (f(x) = −f(−x) ) ïîëåé. Ïîýòîìó âûïîëíåíû ñèììåòðèè
S
v,v
k (x) = S
v,v
k (−x), S
v,h
k (x) = S
v,h
k (−x), S
v,p
k (x) = −S
v,p
k (−x), (22.1)
S
h,v
k (x) = S
h,v
k (−x), S
h,h
k (x) = S
h,h
k (−x), S
h,p
k (x) = −S
h,p
k (−x), (22.2)
è ñëåäîâàòåëüíî Γ(ξ)  íóëåâàÿ ìàòðèöà. Óðàâíåíèÿ (13) ñâîäÿòñÿ òîãäà ê
−∇yp0 = λ1v0 è 0 = λ1h0, îòêóäà λ1 = 0 è p0 = 0.
7. Îñöèëëèðóþùèå ÷àñòè óðàâíåíèé (17) ïðè n = 1
Lv(w′1, g
′
1, q
′
1) = −2ν(∇x · ∇y)w0 −V × (∇y × (v0 +w0))
−(∇y × (h0 + g0))×H+∇yq0,
Lh(w′1, g
′
1) = −2η(∇x · ∇y)g0
+(V · ∇y)(h0 + g0)− (H · ∇y)(v0 +w0)−V∇y · g0 +H∇y ·w0,
â ñèëó (10) è ëèíåéíîñòè ýòèõ óðàâíåíèé èìåþò ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:
w′1 =
3∑
k=1
3∑
m=1
(Gv,vm,k
∂vk0
∂ym
+Gh,vm,k
∂hk0
∂ym
), (23.1)
g′1 =
3∑
k=1
3∑
m=1
(Gv,hm,k
∂vk0
∂ym
+Gh,hm,k
∂hk0
∂ym
), (23.2)
q′1 =
3∑
k=1
3∑
m=1
(Gv,pm,k
∂vk0
∂ym
+Gh,pm,k
∂hk0
∂ym
), (23.3)
ãäå óíêöèè G ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì óðàâíåíèé
Lv(Gv,vm,k,G
v,h
m,k, G
v,p
m,k) = −2ν
∂Sv,vk
∂xm
−Vkem +V
mek − (V · S
v,v
k )em
+VmSv,vk + emS
v,p
k + (H · S
v,h
k )em −H
mS
v,h
k (24.1)
∇x ·G
v,v
m,k = −(S
v,v
k )
m, (24.2)
Lh(Gv,vm,k,G
v,h
m,k) = −2η
∂Sv,hk
∂xm
−V(Sv,hk )
m +VmSv,hk +H(S
v,v
k )
m −HmSv,vk −H
mek; (24.3)
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Lv(Gh,vm,k,G
h,h
m,k, G
h,p
m,k) = −2ν
∂Sh,vk
∂xm
+Hkem −H
mek − (V · S
h,v
k )em
+VmSh,vk + emS
h,p
k + (H · S
h,h
k )em −H
mS
h,h
k (25.1)
∇x ·G
h,v
m,k = −(S
h,v
k )
m, (25.2)
Lh(Gh,vm,k,G
h,h
m,k) = −2η
∂Sh,hk
∂xm
−V(Sh,hk )
m +VmSh,hk +H(S
h,v
k )
m −HmSh,vk +V
mek (25.3)
Âçÿâ äèâåðãåíöèþ óðàâíåíèé (24.3) è (25.3), è ñðàâíèâ ðåçóëüòàò ñ m−ìè
êîìïîíåíòàìè óðàâíåíèé (11.3) è (12.3), ñîîòâåòñòâåííî, íàõîäèì
∇x · G
v,h
m,k = −(S
v,h
k )
m
è ∇x · G
h,h
m,k = −(S
h,h
k )
m
. Âñëåäñòâèå (21) è (22) ïðàâûå
÷àñòè óðàâíåíèé (24) è (25) ÿâëÿþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè ïîëÿìè, ïîýòîìó
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè:
G
v,v
m,k(x) = −G
v,v
m,k(−x), G
v,h
m,k(x) = −G
v,h
m,k(−x), G
v,p
m,k(x) = G
v,p
m,k(−x),
G
h,v
m,k(x) = −G
h,v
m,k(−x), G
h,h
m,k(x) = −G
h,h
m,k(−x), G
h,p
m,k(x) = G
h,p
m,k(−x).
8. Ñðåäíèå ÷àñòè óðàâíåíèé (17) ïðè n = 2 ìîæíî òîãäà â ñèëó (7), (6.2),
(23.1) è (23.2) ïðåäñòàâèòü â âèäå
ν∆yv0 +
3∑
k=1
3∑
m=1
3∑
j=1
(Dv,vj,m,k
∂2vk0
∂ym∂yj
+Dh,vj,m,k
∂2hk0
∂ym∂yj
)−∇yp
′
1 = λ2v0, (26.1)
η∆yh0 +
3∑
k=1
3∑
m=1
(∇y
∂vk0
∂ym
×Dv,hm,k +∇y
∂hk0
∂ym
×Dh,hm,k) = λ2h0. (26.2)
Çäåñü îáîçíà÷åíî
p′1 = p1 −
3∑
k=1
3∑
m=1
(
〈V ·Gv,vm,k −H ·G
v,h
m,k〉
∂vk0
∂ym
+ 〈V ·Gh,vm,k −H ·G
h,h
m,k〉
∂hk0
∂ym
)
,
D
v,v
j,m,k = 〈−V
jG
v,v
m,k −V(G
v,v
m,k)
j +HjGv,hm,k +H(G
v,h
m,k)
j〉,
D
h,v
j,m,k = 〈−V
jG
h,v
m,k −V(G
h,v
m,k)
j +HjGh,hm,k +H(G
h,h
m,k)
j〉,
D
v,h
m,k = 〈V ×G
v,h
m,k −H×G
v,v
m,k〉,
D
h,h
m,k = 〈V ×G
h,h
m,k −H×G
h,v
m,k〉.
Ñîáñòâåííûå óíêöèè çàäà÷è (26)  ãàðìîíèêè Ôóðüå:
v0 = vˆ0e
iξy
è h0 = hˆ0e
iξy
, ãäå ξ  íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âîëíîâîé âåêòîð, à
âåêòîðû vˆ0 è hˆ0 óäîâëåòâîðÿþò (15) è óðàâíåíèÿì
−ν|ξ|2vˆ0 + ξ ×

ξ × 3∑
k=1
3∑
m=1
3∑
j=1
(vˆk0D
v,v
j,m,k + hˆ
k
0D
h,v
j,m,k)
ξmξj
|ξ|2

 = λ2vˆ0, (27.1)
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−η|ξ|2hˆ0 − ξ ×
3∑
k=1
3∑
m=1
ξm(vˆ
k
0D
v,h
m,k + hˆ
k
0D
h,h
m,k) = λ2hˆ0. (27.2)
9. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî λ2  ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå çàäà÷è (15), (27) êðàòíîñòè 1 (ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ ñèñòåìû (1)
îáùåãî ïîëîæåíèÿ).
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (17) ïðè n > 1 ñäåëàåì ïîäñòàíîâêè
wn = w
′′
n +
3∑
k=1
(Sv,vk v
k
n + S
h,v
k h
k
n) +
3∑
k=1
3∑
m=1
(Gv,vm,k
∂vkn−1
∂ym
+Gh,vm,k
∂hkn−1
∂ym
), (28.1)
gn = g
′′
n +
3∑
k=1
(Sv,hk v
k
n + S
h,h
k h
k
n) +
3∑
k=1
3∑
m=1
(Gv,hm,k
∂vkn−1
∂ym
+Gh,hm,k
∂hkn−1
∂ym
), (28.2)
qn = q
′′
n +
3∑
k=1
(Sv,pk v
k
n + S
h,p
k h
k
n) +
3∑
k=1
3∑
m=1
(Gv,pm,k
∂vkn−1
∂ym
+Gh,pm,k
∂hkn−1
∂ym
). (28.3)
Óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä
Lv(w′′n, g
′′
n, q
′′
n) + ν
(
2(∇x · ∇y)w
′′
n−1 +∆y(vn−2 +wn−2)
+2
3∑
k=1
3∑
m=1
((∇y
∂vkn−2
∂ym
· ∇x)G
v,v
m,k + (∇y
∂hkn−2
∂ym
· ∇x)G
h,v
m,k)
)
+V ×
(
3∑
k=1
3∑
m=1
(∇y
∂vkn−2
∂ym
×Gv,vm,k +∇y
∂hkn−2
∂ym
×Gh,vm,k) +∇y ×w
′′
n−1
)
+
(
3∑
k=1
3∑
m=1
(∇y
∂vkn−2
∂ym
×Gv,hm,k +∇y
∂hkn−2
∂ym
×Gh,hm,k) +∇y × g
′′
n−1
)
×H
−∇y
(
pn−1 + q
′′
n−1 +
3∑
k=1
3∑
m=1
(
∂vkn−2
∂ym
Gv,pm,k +
∂hkn−2
∂ym
Gh,pm,k)
)
−
n−2∑
m=0
λn−m(vm +wm) = 0, (29.1)
Lh(wn, gn) + η
(
2(∇x · ∇y)g
′′
n−1 +∆y(hn−2 + gn−2)
+2
3∑
k=1
3∑
m=1
((∇y
∂vkn−2
∂ym
· ∇x)G
v,h
m,k + (∇y
∂hkn−2
∂ym
· ∇x)G
h,h
m,k)
)
+
3∑
k=1
3∑
m=1
(
∇y
∂vkn−2
∂ym
× (V ×Gv,hm,k +G
v,v
m,k ×H)
+∇y
∂hkn−2
∂ym
× (V ×Gh,hm,k +G
h,v
m,k ×H)
)
+∇y × (V × g
′′
n−1 +w
′′
n−1 ×H)−
n−2∑
m=0
λn−m(hm + gm) = 0. (29.2)
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Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè èç íèõ âñå êîìïîíåíòû àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (3)-(5), ïðè÷åì âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (18). Ïóñòü äëÿ íåêî-
òîðîãî N ðåøåíû âñå óðàâíåíèÿ ïðè n < N , â ðåçóëüòàòå ýòîãî îïðåäåëåíû
vn,wn,hn, gn è qn ïðè âñåõ n < N − 2, pn ïðè âñåõ n < N − 1, à òàêæå w
′′
n, g
′′
n, q
′′
n
è λn ïðè âñåõ n < N , è çàâèñèìîñòü âñåõ íàéäåííûõ íåèçâåñòíûõ óíêöèé îò
ìåäëåííîé ïåðåìåííîé âûðàæàåòñÿ â èõ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè eiξy. àññìîòðèì
óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå n = N .
Ñðåäíèå ÷àñòè óðàâíåíèé (29) ïðè n = N èìåþò âèä
ν∆yvN−2 +
3∑
k=1
3∑
m=1
3∑
j=1
(Dv,vj,m,k
∂2vkN−2
∂ym∂yj
+Dh,vj,m,k
∂2hkN−2
∂ym∂yj
)
−∇ypN−1 − λ2vN−2 − λNv0
= −〈V × (∇y ×w
′′
N−1) + (∇y × g
′′
N−1)×H〉+
N−3∑
m=1
λN−mvm, (30.1)
η∆yhN−2 +
3∑
k=1
3∑
m=1
(∇y
∂vkN−2
∂ym
×Dv,hm,k +∇y
∂hkN−2
∂ym
×Dh,hm,k)− λ2hN−2 − λNh0
= −∇y × 〈V × g
′′
N−1 +w
′′
N−1 ×H〉+
N−3∑
m=1
λN−mhm. (30.2)
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïðàâûå ÷àñòè (30) èìåþò âèä fˆvNe
iξy
è fˆhNe
iξy
,
ãäå âåêòîðû-êîíñòàíòû fˆvN è fˆ
h
N èçâåñòíû, ïðè÷åì fˆ
h
N · ξ = 0. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó
ðàçìåðà 6× 6 â ëåâîé ÷àñòè (27) ÷åðåç D(ξ). Ïîäñòàâëÿÿ (18.1) ïðè n = N − 2 è
ñîêðàùàÿ ìíîæèòåëü eiξy, ïðèâîäèì (30) ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå
(D(ξ)− λ2)
(
vˆN−2
hˆN−2
)
− λN
(
vˆ0
hˆ0
)
=

−|ξ|−2ξ × (ξ × fˆvN)
fˆhN

 ,
êîòîðóþ ðåøàåì â Vξ àíàëîãè÷íî çàäà÷å (20). Èìåííî, íàõîäèì λN è âåêòîð
(vˆN−2, hˆN−2) â ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà Vξ, äîïîëíèòåëüíîì ê
ïîäïðîñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà (vˆ0, hˆ0). Çàòåì èç (30.1) íàõîäèì pN−1, è èç (28)
ïðè n = N − 2  óíêöèè wN−2, gN−2 è qN−2.
Îñöèëëèðóþùèå ÷àñòè óðàâíåíèé (29) ïðè n = N ðàññìàòðèâàåì ïðè óñëîâèÿõ,
ñëåäóþùèõ èç (6.2):
∇x ·w
′′
N = −∇y ·w
′′
N−1 −
3∑
k=1
3∑
m=1
(Gv,vm,k · ∇y
∂vkN−2
∂ym
+Gh,vm,k · ∇y
∂hkN−2
∂ym
),
∇x · g
′′
N = −∇y · g
′′
N−1 −
3∑
k=1
3∑
m=1
(Gv,hm,k · ∇y
∂vkN−2
∂ym
+Gh,hm,k · ∇y
∂hkN−2
∂ym
),
ïîçâîëÿþùèõ âûäåëèòü ãðàäèåíòíûå ÷àñòè íåèçâåñòíûõ âåêòîð-óíêöèé w′′N è
g′′N è ñâåñòè äàííóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å âèäà (8) äëÿ ñîëåíîèäàëüíûõ íåèçâåñòíûõ.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìîä ëèíåéíûõ
âîçìóùåíèé è èõ âðåìåííûõ èíêðåìåíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íåâîçìóùåííîå
èñõîäíîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå èìååò öåíòð ñèììåòðèè. Åñëè ïðåäåëüíûé îïå-
ðàòîð L∞, îïðåäåëåííûé ëåâîé ÷àñòüþ (26), ýëëèïòè÷åí, òî ìîæíî äîêàçàòü
àíàëîãè÷íî [Âèøèê, 1986℄, ÷òî â óêàçàííîì ñëó÷àå êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ îïåðàòîðà L∞ îòâå÷àåò âåòâü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èñõîäíîãî îïåðàòîðà
(çàäà÷è (2)).
Àíàëèçèðóÿ ïðèâåäåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü (ìåòî-
äîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè), ÷òî (i) â ðàçëîæåíèÿõ (3) âñå ÷ëåíû ïðè ÷åòíûõ
ñòåïåíÿõ ǫ ñèììåòðè÷íû, à âñå ÷ëåíû ïðè íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ àíòèñèììåòðè÷íû
(è ñëåäîâàòåëüíî v2n+1 = h2n+1 = 0 ïðè âñåõ öåëûõ n); (ii) â ðàçëîæåíèè (4) âñå
÷ëåíû ïðè ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ ǫ àíòèñèììåòðè÷íû (è ñëåäîâàòåëüíî p2n = 0 ïðè
âñåõ n), à âñå ÷ëåíû ïðè íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ ñèììåòðè÷íû; (iii) λ2n+1 = 0 ïðè
âñåõ öåëûõ n, ò.å. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ ÿâëÿþòñÿ ðÿäàìè ïî ñòåïåíÿì ǫ2.
10. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî ñòàöèî-
íàðíîãî ÌÄ ñîñòîÿíèÿ V,H, P ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ (11), (12), (24)
è (25), îïðåäåëÿþùèå êîýèöèåíòû òåíçîðà äèóçèèD, ìîæíî íàéòè ÷èñëåí-
íî. Âåëè÷èíó min|ξ|=1(−λ2(ξ)) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ìèíèìàëüíûé êîý-
èöèåíò âèõðåâîé äèóçèè.
Àíàëîãè÷íî ðàáîòå [Zheligovsky, Podvigina, Frish, 2001℄ áûë èññëåäîâàí âîïðîñ
î òîì, íàñêîëüêî ÷àñòî ýåêò îòðèöàòåëüíîé âèõðåâîé äèóçèè âîñïðîèçâî-
äèòñÿ â ìîäåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ñòàöèîíàðíûå ïîëÿ V,H çàäàâàëèñü â âèäå ðÿäîâ
Ôóðüå ñî ñëó÷àéíûìè ãàðìîíèêàìè (ñïðîåêòèðîâàííûõ íà ïðîñòðàíñòâî ñîëåíîè-
äàëüíûõ âåêòîð-óíêöèé) è çàäàííûì ýíåðãåòè÷åñêèì ñïåêòðîì. Ýíåðãèÿ ãàð-
ìîíèê ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàëà íà 6 ïîðÿäêîâ îò 1-ãî äî 10-ãî ñåðè÷åñêîãî
ñëîÿ â ïðîñòðàíñòâå ãàðìîíèê, ðÿä îáðûâàëñÿ íà âîëíîâûõ âåêòîðàõ äëèíû 10, à
ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà ýíåðãèè ïîëÿ áûëà ðàâíà 1. åøåíèÿ âñïîìîãàòåëü-
íûõ çàäà÷ èñêàëè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè [Æåëèãîâñêèé, 2001℄ â âèäå ðÿäîâ
Ôóðüå ñ ðàçðåøåíèåì 643 ãàðìîíèê, ÷òî îáåñïå÷èâàëî äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü
(çàòóõàíèå ñïåêòðà ðåøåíèé ñîñòàâëÿëî 18-20 ïîðÿäêîâ).
èñòîãðàììû ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ìèíèìàëüíîãî êîýèöèåíòà âèõðåâîé
äèóçèè ïðèâåäåíû íà èñ. 1. Ýåêò îòðèöàòåëüíîé âèõðåâîé äèóçèè
íàáëþäàåòñÿ óæå ïðè ν = η = 3/4, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìåëêîìàñøòàáíûì êèíåìà-
òè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ÷èñëàì åéíîëüäñà 4/3 (ïðè èõ îïðåäåëåíèè õàðàêòåðíûé
ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá âçÿò ðàâíûì 1, ïîðÿäêà ðàçìåðà êóáà ïåðèîäè÷íîñòè
ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ). Ýòî èíòåðåñíî ñðàâíèòü ñ ðåçóëüòàòàìè [Zheligov-
sky, Podvigina, Frish, 2001℄, ñîãëàñíî êîòîðûì ýåêò îòðèöàòåëüíîé âèõðåâîé
ìàãíèòíîé äèóçèè â çàäà÷å êèíåìàòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî äèíàìî âîçíèêàåò
ïðè ñóùåñòâåííî áîëåå íèçêèõ çíà÷åíèÿõ êîýèöèåíòà ìîëåêóëÿðíîé ìàãíèòíîé
äèóçèè: ïîðîã η, ïðè êîòîðûõ âèõðåâàÿ ìàãíèòíàÿ äèóçèÿ ìîæåò ñòàòü
îòðèöàòåëüíîé, ëåæèò â èíòåðâàëå 0.2 < η < 0.3 .
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(a) (b)
()
èñ. 1. èñòîãðàììû çíà÷åíèé ìèíèìàëüíîãî êîýèöèåíòà âèõðåâîé äèóçèè
â àíñàìáëÿõ èç 25 ñòàöèîíàðíûõ ÌÄ ñîñòîÿíèé ñî ñëó÷àéíûìè ãàðìîíèêàìè:
ν = η = 1 (a), ν = η = 3/4 (b), ν = η = 1/2 ().
Áëàãîäàðíîñòè. àáîòà âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ,
ïðåäîñòàâëåííûõ ðàíöóçñêîé ïðîãðàììîé Simulations Interatives et Visuali-
sation en Astronomie et Meanique (SIVAM)"â Îáñåðâàòîðèè Ëàçóðíîãî Áåðåãà
(Íèööà). Âèçèò àâòîðà èíàíñèðîâàëñÿ Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ Ôðàíöèè.
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